Maturavorbereitung

8. Klasse

AN 1 Anderungsmafle

1a. Anderungsmafle in einem Intervall |
Sei f eine reelle Funktion, die auf dem Intervall[a;b] definiert ist. Dann bezeichnet man

- f(b)-f(a) als absolute Anderung von fin [a; b].
JOE, als relative Anderung von fin [a; b].
fsaz

f(b)-f(a)
-E)— 100

als prozentuelle Anderung (relative Anderung mal 100) von fin [a; b].

_f(b)-f(a)
b-a
WA TP

als mittlere Anderung von fin [a; b]
= Differenzenquotient = Sekantensteigung kg,

Der Differenzenquotient einer linearen Funktion ist die Steigung der linearen
Funktion.

Sei s eine Zeit-Ort Funktion, dann entspricht der Differenzenquotient im

Zeitintervall [ty; ;] 7 (t1; t3) = w der mittleren Geschwindigkeit
2Tk

(Quotient aus Weginderung und der dafiir benétigten Zeit).

1b. AnderungsmaR an einer Stelle

Sei f eine reelle Funktion, dann heifdt

. f(z)-fi
lim, .,
SRR ST RS T

= f"(x) momentane (lokale) Anderungsrate von fan der Stelle x

= Differentialquotient= lim+Differenzenquotient=
= Differenzenquotient in einer sehr kleinen Umgebung von x=

= Tangentensteigung I, ., = f'(x)= 1. Ableitung an d. Stelle x
Der Differentialquotient einer linearen Funktion ist die Steigung der linearen
Funktion.

s(z)-s(t)
z-t

Sei s eine Zeit-Ort-Funktion, dann heifdt v(t)=s'(t)= lim,_,

momentane Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t.
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2. Verschiedene Schreibweisen
Z-x=Ax f(z)-f(x)=Ay=Af
2a. Differenzenquotient

f()-f(x) _ Ay _ Af

ZX Ax Ax

2b. Differentialquotient

b - f(z)-f(x) =i Ay_ I f(x+Ax)—f(x)_I_ f(x+h)-f(x)__“ I Af_ df_dy
() = zl-‘lﬁ Z-X _A;TOE_A;TO Ax —hl—r»% h T a=0Ax  dx  dx

Nihert sich beim Differentialquotient z unbegrenzt der Zahl x, so werden Ax und Ay immer
kleiner. So erhilt man ,unendlich kleine GréfRen”, die Differentiale genannt werden und mit dx

bzw. dy bezeichnet werden. Der Zahl, der sich der Quotient i—z dabei unbegrenzt ndhert, wird mit

g—i’- bezeichnet(,dy nach dx") und wird ebenfalls Differentialquotient genannt.

Graphische Darstellung:

l ; /;
f(z) flz+ Az)
1 f(z) = f(z) ' f(z + Az) — f(z)
flz) fz)
| Z—1 | Ax
T z T x4 Ax
f
fla+h)
] flx+h) = flz)
fia)
I h
T x+h
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3. Typische Anwendungen momentane Anderungsrate bzw. mittlere Anderungsrate

Bei positivem Vorzeichen spricht man von (mittleren) Zunahmeraten, bei negativem Vorzeichen
von (mittleren) Abnahmeraten.

Geschwindigkeiten

- bezogen auf eine Ort-Zeit-Funktion (s.0.).

- Mittlere bzw. lokale Anderungsgeschwindigkeiten werden bei zeitabhdngigen Gréfien
verwendet, z.B. Wachstum einer Pflanze, Bakterienwachstum.

Beschleunigung

- mittlere Beschleunigung:  Seis eine Zeit-Geschwindigkeitsfunktion, dann entspricht der
v(tz)-v(ty)
ta—ty

Differenzenquotient im Zeitintervall [t1; to]: @ (£1; t2) =

der mittleren Beschleunigung (Quotient aus
Geschwindigkeitsdnderung und der dafiir benétigten Zeit).
- Momentane Beschleunigung: Sei s eine Zeit-Geschwindigkeitsfunktion, dann heif3t

a(t)=v'(t)=s"(t)=lim, % momentane Beschleunigung zum

Zeitpunkt t.

- Anwendungen aus der Wirtschaft, z.B. Grenzkosten.

- Apwendungen aus den Naturwissenschaften, z. B. Luftdruckanderung.

4. Differentialquotient aus Funktionsgleichungen berechnen

Beispiele:

4a, Berechne die Ableitungsfunktion von f mit f(x)=x2.

. f(z)-f(x . zP-x? . (z=x)(z+x g
lim 225 = i =1im &) _im gz px = x4+ x = 2x
zox X Z—x  Z°X Z—X X ZOX%

4b. Berechne die Ableitungsfunktion von f mit f(x)=x2-2x.

. fz)-f(x) . z2-2z—(x%-2x . z%-2z-x%+2x ; z2—x?)—2z4+2x ; - -
lim ® — lim ( ) = lim = lim ¢ ) e A e

Z—X Z-X Z—X Z-X Z—X Z-X Z-X zZ-X Z=X Z-X

lim EoREHO72670) gy, EZONEIDZ2] iy y—2=x+x—2 = 2x—2
Z—X Z-X Z—YX Z-X 7Y
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5. Differenzengleichungen
5a. Lineares Wachsen und Abnehmen

P(n) sei eine GroRe einer linear wachsenden Population zum Zeitpunkt n in Jahren.
Zu Beginn sei die Gréfe der Population gleich d. Pro Jahr wéchst sie um k.

Also:
P(0)=d P(n+1)=P(n)+k
dies nennt man rekursive Darstellung eines linearen Wachstums.

Allgemein fiir beliebig gleich grofie Zeitabschnitte At:
P(t+At)=P(t)+k At P(t+At)-P(t)=k -At
AP=k -At mit AP=P(t+At)-P(t)

Beispiel zu 5a:
a. Ermittle P(n) fiir n=0, 1, 2, 3 mitd=1,5 und k=0,5

b. Es gelte P(0)=d und P(t+At)=P(t)+k -At. Ermittle P(n-At) fiir n=0, 1, 2, 3 mit d=1000, k=400
und At=2
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5b. Exponentielles Wachsen und Abnehmen

P(n) sei eine Grofe einer exponentiell wachsenden Population zum Zeitpunkt n in Jahren.
Zu Beginn sei die Gréfie der Population gleich c. Pro Jahr wichst sie mit dem Faktor a>1.

Also: P(0)=c P(n+1)=P(n)-a
dies nennt man rekursive Darstellung eines exponentiellen Wachstums.

Allgemein gilt fiir beliebig gleich grof3e Zeitabschnitte At:
P(0)=c P(t+At)=P(t)-at

Beispiel zu 5b:
a. Es gelte P(0)=c und P(n+1)= P(n)-a . Ermittle P(n") fiir n=0, 1, 2, 3 mit c=100 und a=1,1

b. Es gelte P(0)=c und P(t+At)= P(t)-a%t . Ermittle P(n-At) fiir n=0, 1, 2, 3 mit c=50, a=1,2 und
At=5.
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AN 2 Regeln fiir das Differenzieren

Ableitungsregel fiir konstante Funktionen

f(x)=c f'(x)=0 (ceR)
Bsp.:

f(x)=5 f(x)=0

Regel vom konstanten Faktor

fG)=c-g(x) Fx)=c-g'(x) (ce R)
Bsp.:

f(x)=2-x2 f(x)=2"-2x

Potenzregel

f(X) =x" f’(x):n . xn-1

Bsp.:

f(x)=x2 f'(x)=2x

Summen bzw. Differenzenregel

f(x)= g(x) + h(x) Fe)=g'(x) +h'(x)

f(x)=g() - h(x) F(x)=g'(x) -h'(x)

Bsp.:

f(x)=4x3 - 2x2 +3x f(x)=12x2 -4x+3

Produktregel

f(x)=g(x) - h(x) F)=g'(x) h(x) +g(x) - h'(x)
Bsp.:

f(x)=2x(2 — x) F(X)=2 2 —x)+2x(—-1) =4 —4x

-Pduxrmiwps‘;‘a"uw Ao M;Jm,
- 1



Maturavorbereitung 8. Klasse

Quotientenregel —¥ NAZ-ZAN
> anef—Nideg-E;{hfg» Zak er-Aplestrng - Neviner

g(x) _h(x)g' (x)-g(x)h'(
(=50 FO="""
Bsp.:
3x+2 (2x-1)3—(3x+2)2 _ =7
L5 o Flx)= (2x—1)2 T (2x-1)?

Ableitungen Sinus und Cosinus

f(x)=sin (x) f'(x)=cos (x)
f(x)=cos (x) f(x)=-sin(x)
Ableitung Exponentialfunktion

f(x)=ex . f'(x)=ex
Ableitungsregeln fiir f(kx)

g(x)=f(kx) g'()=kf(kx)
Bsp.:

f(x)=sin(2x) f(x)=2 -cos(2x)
f(x)=e2x f(x)=2 -ex
Ableitung der Quadratwurzel

f=x= %3 : f'(x)zé- = %’E
Kettenregel

fG)=u(v(x)) FEO=u'(v(:))v'(¥)
u'(v(x))- ... aufiere Ableitung

v'(%) ... innere Ableitung

Merke: Kettenregel = dufiere Ableitung mal innere Ableitung

Bsp.:
1 1
f(x)= VaZ — 2x = (x? — 2x)z P()=5(x? — 2x)2(2x — 2) = 2\/%

2
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